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Ââåäåíèå

Â ñòàòüå Â. Í. Áåðåñòîâñêîãî [1℄ ïðèâåäåíû ññûëêè íà èññëåäîâàíèÿ

Âñåëåííîé Äå�ðèçà DU êàê ÷èñòî ðàäèàöèîííîãî (áåçìàññîâîãî) ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé òÿãîòåíèÿ Ýéíøòåéíà; òàêæå, â [1℄ äëÿ ýòîé Âñåëåííîé âû÷èñ-

ëåíû òåíçîðû êðèâèçíû, �è÷÷è, Ýéíøòåéíà è Âåéëÿ, îïðåäåëåí òèï Ïåò-

ðîâà ýòîé Âñåëåííîé ïðè óñëîâèè îòðèöàòåëüíîñòè ãðàâèòàöèîííîé ïî-

ñòîÿííîé. Â äàííîé ðàáîòå òåìè æå ìåòîäàìè, ÷òî è â [1℄, èññëåäóåòñÿ

Âñåëåííàÿ Äå�ðèçà, íî óæå ñ ïîëîæèòåëüíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿí-

íîé. Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå, âñëåäñòâèå ÷èñëåííûõ èçìåíåíèé â

òåíçîðàõ êðèâèçíû, �è÷÷è, Ýéíøòåéíà, óæå íåëüçÿ ãîâîðèòü î âûïîëíå-

íèè óñëîâèÿ âðåìåíèïîäîáíîãî ñõîæäåíèÿ äëÿ ïðè÷èííûõ âåêòîðîâ (òàêîé

âûâîä ìîæíî ñäåëàòü íà îñíîâàíèè Ïðåäëîæåíèÿ 1 è Òåîðåìû 2, äîêàçàí-

íûõ â íàñòîÿùåé ñòàòüå, è èçëîæåííîãî íà ññ. 102�104, 107�108 â [2℄). Â òî

æå âðåìÿ ñëàáîå ýíåðãåòè÷åñêîå óñëîâèå, êàê è â [1℄, âûïîëíåíî íå áóäåò.

Òåíçîð Âåéëÿ è òèï Ïåòðîâà Âñåëåííîé DU ñ ïîëîæèòåëüíîé êîñìîëîãè-

÷åñêîé ïîñòîÿííîé � òå æå, ÷òî äëÿ Âñåëåííîé Äå�ðèçà ñ îòðèöàòåëüíîé

êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé.

Çàäà÷à î âû÷èñëåíèè óïîìÿíóòûõ òåíçîðîâ è îïðåäåëåíèè òèïà Ïåòðî-

âà äëÿ Âñåëåííîé Äå�ðèçà ñ ïîëîæèòåëüíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé,

êîòîðîé ïîñâÿùåíà ðàáîòà Â. Í. Áåðåñòîâñêîãî [1℄, èíòåðåñíà íå òîëüêî â

ñèëó åå åñòåñòâåííîñòè, íî åùå è ïîòîìó, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå, êàñàþùååñÿ

ñâÿçàííûõ ñ êîîðäèíàòàìè ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ

âåêòîðíûõ ïîëåé èíòåãðèðóåìî è ïîýòîìó çàäàåò íåêîòîðîå ñëîåíèå ðàíãà

òðè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ñëó÷àå Âñåëåííîé Äå�ðèçà ñ îòðèöàòåëüíîé êîñ-

ìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé òàêîå ðàñïðåäåëåíèå íåèíòåãðèðóåìî, äðóãèìè

ñëîâàìè, âïîëíå íåãîëîíîìíî.
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Áàâðèí Ä.Ä. 7

Äëÿ îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé èç ëîðåíöåâîé ãåîìåòðèè ïðèìåíèòåëüíî

ê îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñì. [3℄. Çäåñü ïðèâåäåì ëèøü êëþ÷åâûå

îïðåäåëåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ðåçóëüòàòàì íàñòîÿùåé ñòàòüè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ëîðåíöåâûì n-ìåðíûì (n ≥ 2) ìíîãîîáðàçèåì

íàçûâàåòñÿ ïàðà (M, g), ñîñòîÿùàÿ èç n-ìåðíîãî ãëàäêîãî ïàðàêîìïàêò-

íîãî ìíîãîîáðàçèÿ M è ââåäåííîé â êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå

TxM, x ∈ M, íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé �îðìû g|x : TxM × TxM → R ñ

ñèãíàòóðîé (+,+, . . . ,+,−).

Îïðåäåëåíèå 2. Íåíóëåâîé âåêòîð v ∈ TM íàçûâàåòñÿ âðåìåíè-

ïîäîáíûì (ñîîòâ., íåïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì (òî æå, ÷òî ïðè÷èííûì),

èçîòðîïíûì, ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì), åñëè g(v, v) < 0 (ñîîòâ., ≤ 0,
= 0, > 0).

Ñõîäíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíèïîäîáíîå âåêòîðíîå ïîëå X :
M → TM .

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè íà ëîðåíöåâîì ìíîãîîáðàçèè M ñóùåñòâóåò

âðåìåíèïîäîáíîå âåêòîðíîå ïîëå X , òî M íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì âî

âðåìåíè ïîñðåäñòâîì ïîëÿ X . Ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå âìåñòå ñ �èêñèðî-

âàííîé îðèåíòàöèåé âî âðåìåíè íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì.

Îïðåäåëåíèå 4. Âðåìåíèïîäîáíîå ïîëå X ðàçáèâàåò âñå íåïðîñòðàí-

ñòâåííîïîäîáíûå âåêòîðû íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà: âåêòîðîâ, íà-

ïðàâëåííûõ â áóäóùåå, è âåêòîðîâ, íàïðàâëåííûõ â ïðîøëîå. Èìåííî, íåï-

ðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûé âåêòîð v ∈ TM íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûì â áó-

äóùåå (ñîîòâ., â ïðîøëîå), åñëè g(X(x), v) < 0 (ñîîòâ., g(X(x), v) > 0).

� 1. Î Âñåëåííîé Äå�ðèçà DU

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíà ìåòðèêà ñàìîé Âñåëåííîé Äå�ðèçà DU â

ñëó÷àå êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé Λ > 0, îïèñàíà åå ïðîñòî òðàíçèòèâ-
íàÿ ãðóïïà èçîìåòðèé è âû÷èñëåí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ êàñàòåëüíûõ

âåêòîðîâ ê ýòîé ãðóïïå â åäèíèöå è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ëåâîèíâàðèàíò-

íûå âåêòîðíûå ïîëÿ. Îòìåòèì, ÷òî îãîâîðåííûå áàçèñ è ïîëÿ îòëè÷àþòñÿ

îò òåõ, ÷òî áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [1℄.

Êàê áûëî ñêàçàíî âî ââåäåíèè, Âñåëåííàÿ Äå�ðèçà DU áûëà âïåð-

âûå ââåäåíà â [4℄ â 1969 ã. êàê ðåøåíèå óðàâíåíèé òÿãîòåíèÿ Ýéíøòåéíà

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: îíî ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ðàäèàöèîííûì ðåøåíèåì

(íàáëþäàåìûì ðåøåíèåì, â êîòîðîì ïîëå ñ íóëåâîé ìàññîé ïîêîÿ ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé èçëó÷åíèå, öåëèêîì ðàñïðîñòðàíÿþùååñÿ â îïðåäåëåííîì

íàïðàâëåíèè; äëÿ ïîäðîáíîñòåé ñì. [2℄); îíî èìååò òèï N Ïåòðîâà (ñì.
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8 Òåíçîðû êðèâèçíû Âñåëåííîé Äå�ðèçà

�àçäåë 3 íàñòîÿùåé ñòàòüè, (32)�(33)); îíî îáëàäàåò øåñòèìåðíîé ãðóï-

ïîé äâèæåíèé G6, êàê óòâåðæäàåòñÿ â [5℄. Â óêàçàííîì èñòî÷íèêå ðåøåíèå

ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùåé �îðìå (12.6):

ds2 =
3

|Λ|y2
(
dx2 + dy2 − dv

(
du− Λdv

|Λ|y2
))

, (x, y, u, v) ∈ R
4, y > 0, (1)

ãäå Λ � íåíóëåâàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Â ýòîé ñòàòüå ìû ïðèíèìàåì ýòó �îðìó ëèíåéíîãî ýëåìåíòà (1), ïîëà-

ãàÿ äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé Λ = 3 > 0:

ds2 =
1

y2

(
dx2 + dy2 − dudv +

dv2

y2

)
. (2)

Îïèðàÿñü íåïîñðåäñòâåííî íà âèä ìåòðèêè (2), âûïèøåì âñå íåíóëåâûå

êîìïîíåíòû äëÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gij, i, j ∈ 1, . . . , 4, äëÿ ìåòðèêè â

êîîðäèíàòàõ x, y, u, v:

g11 = g22 =
1

y2
, g34 = − 1

2y2
, g44 =

1

y4
. (3)

Ó DU åñòü ïðîñòî òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà èçîìåòðèé G4(x
′, y′, v′, u′):

(x, y, v, u) → (y′x+ x′, y′y, (y′)2v + v′, u+ u′), (x′, u′, v′) ∈ R
3, y′ ∈ R+, (4)

ãäå åäèíèöà â G4 ñîîòâåòñòâóåò (0, 1, 0, 0). Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïó Ëè G4

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàòðè÷íîé ãðóïïû.

Âñëåäñòâèå ðàâåíñòâ (2) è (3), êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê G4 â åäèíèöå

(e1, e2, e3, e4) =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂v
,
∂

∂v
+ 2

∂

∂u

)
(5)

îáðàçóþò îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ ñèãíàòóðû (+,+,+,−) â ds2. Âñëåäñòâèå
(4), èì ñîîòâåòñòâóþò ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà G4

X1 = y
∂

∂x
, X2 = y

∂

∂y
, X3 = y2

∂

∂v
, X4 = y2

∂

∂v
+ 2

∂

∂u
. (6)

Äëÿ ýëåìåíòîâ (5) àëãåáðû Ëè (g4, [·, ·]) ãðóïïû Ëè G4 åñòü òîëüêî ñëå-

äóþùèå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê) íåíóëåâûå ñêîáêè Ëè

[e2, e1] = e1, [e2, e3] = [e2, e4] = 2e3. (7)

� 2. Òåíçîðû êðèâèçíû è �è÷÷è
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Áàâðèí Ä.Ä. 9

Â äàííîì ðàçäåëå ñíà÷àëà ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå �îðìóëû, íåîáõîäè-

ìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñõîäíî çàÿâëåííûõ òåíçîðîâ äëÿ DU ñ Λ > 0. Îáú-
ÿñíÿåòñÿ, êàê ïðîèñõîäÿò ïîäñòàíîâêè è ãäå âû÷èñëåíèÿ óïðîùàþòñÿ áëà-

ãîäàðÿ, íàïðèìåð, ñèììåòðèÿì òåíçîðà êðèâèçíû èëè óñòðîéñòâó ïîëåé

(6). Â êîíöå ðàçäåëà âû÷èñëåíû êîìïîíåíòû òåíçîðîâ êðèâèçíû è �è÷÷è.

Äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåéX, Y, Z íà ïðîèçâîëüíîì (ïñåâäî)ðèìàíîâîì ìíî-

ãîîáðàçèè (Mn, 〈·, ·〉) ñ (ïñåâäî)ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 〈·, ·〉 è ñâÿçíî-

ñòüþ Ëåâè-×èâèòà ∇ èçâåñòíà �îðìóëà (7) ï. 3.5 â [6℄:

〈∇XY, Z〉 =
1

2

(
X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉+

〈[X, Y ], Z〉+ 〈[Z,X ], Y 〉 − 〈[Y, Z], X〉
)
.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ãðóïïû Ëè ñ ëåâîèíâàðèàíòíûìè (ïñåâäî)ìåòðè÷åñêèì

òåíçîðîì è âåêòîðíûìè ïîëÿìè ýòà �îðìóëà ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé

〈∇XY, Z〉 =
1

2

(
〈[X, Y ], Z〉+ 〈[Z,X ], Y 〉 − 〈[Y, Z], X〉

)
. (8)

Îïðåäåëåíèå 5. Òåíçîð êðèâèçíû â (Mn, 〈·, ·〉) âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îð-

ìóëå

R(X, Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z. (9)

Îïðåäåëåíèå 6. Ìû îïðåäåëÿåì êîâàðèàíòíûé òåíçîð êðèâèçíû

�îðìóëîé

R(X, Y, Z, V ) = 〈R(X, Y )Z, V 〉. (10)

Îïðåäåëåíèå 7. Îïðåäåëåíèå òåíçîðà �è÷÷è â ïñåâäîðèìàíîâîì

ìíîãîîáðàçèè:

Ric(X, Y ) = traceR(·, X)Y. (11)

Â ïðîèçâîëüíîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå E1, . . . , En (âåêòîðíûõ ïî-

ëåé èëè âåêòîðîâ â äàííîé òî÷êå èç Mn
):

Ric(X, Y ) =

n∑

k=1

〈Ek, Ek〉R(Ek, X, Y, Ek). (12)

Îïðåäåëåíèå 8. Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ìíîãîîáðàçèÿ (Mn, 〈·, ·〉) ðàâíà

R =

n∑

k=1

〈Ek, Ek〉Ric(Ek, Ek). (13)
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10 Òåíçîðû êðèâèçíû Âñåëåííîé Äå�ðèçà

Ïðèìåíèì (8), ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî X, Y, Z âñåâîçìîæíûå òðîéêè âåê-

òîðíûõ ïîëåé èç íàáîðà X1, X2, X3, X4 èç (6). Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî åñëè

X, Y, Z îòëè÷íû îò X2, òî 〈∇XY, Z〉 = 0 âñëåäñòâèå (7) è (8).
�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àè, êîãäà X 6= X2 6= Y, Z = X2. Ïîëó÷àåì

〈∇X1
X3, X2〉 = 〈∇X1

X4, X2〉 = 〈∇X4
X4, X2〉 = 0,

〈∇X1
X1, X2〉 = 〈∇X3

X4, X2〉 = 1, 〈∇X3
X3, X2〉 = 2.

Èñïîëüçóÿ ýòè ðàâåíñòâà è

∇XY = ∇YX + [X, Y ],

ïîëó÷àåì

∇X1
X3 = ∇X3

X1 = ∇X1
X4 = ∇X4

X1 = ∇X4
X4 = 0, (14)

∇X1
X1 = ∇X3

X4 = ∇X4
X3 = X2, ∇X3

X3 = 2X2. (15)

ßñíî, ÷òî 〈∇XY, Z〉 = 0, åñëè äâà âåêòîðà èç X, Y, Z ðàâíû X2. Äàëåå,

〈∇X2
X1, Xj〉 = 〈∇X2

Xj , X1〉 = 〈∇X2
X3, X3〉 = 〈∇X2

X4, X4〉 = 0,

−〈∇X2
X3, X4〉 = 〈∇X2

X4, X3〉 = 1;

∇X2
X1 = 0,∇X2

X2 = 0,∇X2
X3 = X4,∇X2

X4 = X3, (16)

∇X1
X2 = −X1,∇X3

X2 = X4 − 2X3,∇X4
X2 = −X3. (17)

Ïðèìåíèì (9) ê ñëó÷àþ, êîãäà X, Y, Z � âåêòîðíûå ïîëÿ èç (6).

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî X, Y îòëè÷íû îò X2. Ïðèìåíÿÿ (14)�(17)

è ó÷èòûâàÿ çäåñü è â äàëüíåéøåì, ÷òî R(X, Y ) = −R(Y,X), âûïèøåì
òîëüêî íåíóëåâûå âûðàæåíèÿ.

R(X1, X3)X3 = −2X1, R(X1, X3)X4 = −X1, R(X1, X3)X1 = −X4 + 2X3,
(18)

R(X1, X4)X1 = X3, R(X1, X4)X3 = −X1, (19)

R(X3, X4)X3 = X4, R(X3, X4)X4 = X3. (20)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îäíî èç X, Y ðàâíî X2. Ïðèìåíÿÿ (14)�(17),

âûïèøåì òîëüêî íåíóëåâûå âûðàæåíèÿ.

R(X1, X2)X1 = X2, R(X1, X2)X2 = −X1, (21)

R(X2, X3)X2 = 5X3 − 4X4, R(X2, X3)X3 = −5X2, (22)

R(X2, X3)X4 = −4X2, R(X2, X4)X2 = −3X4 + 4X3, (23)
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Áàâðèí Ä.Ä. 11

R(X2, X4)X3 = −4X2, R(X2, X4)X4 = −3X2. (24)

Âûïèøåì íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ýòîãî òåíçîðà (10) ñ ó÷åòîì (18)�(24)

è ñèììåòðèé òåíçîðîâ êðèâèçíû R(X, Y ) = −R(Y,X), R(X, Y, Z, V ) =
R(Z, V,X, Y ):

R(X1, X2, X1, X2) = 1, R(X1, X3, X1, X4) = 1, (25)

R(X1, X3, X1, X3) = 2, R(X2, X3, X2, X3) = 5, (26)

R(X2, X3, X4, X2) = −4, R(X4, X2, X4, X2) = 3, (27)

R(X4, X3, X4, X3) = −1. (28)

Ïðèìåíÿÿ (25)�(28) è (12), ïîëó÷àåì ñèììåòðè÷íûé òåíçîð �è÷÷è ñ íåíó-

ëåâûìè êîìïîíåíòàìè, ãäå

Ric(X1, X1) = −3, Ric(X2, X2) = −3, Ric(X3, X3) = −8, (29)

Ric(X3, X4) = Ric(X4, X3) = −5, Ric(X4, X4) = −2. (30)

Èç ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé (29), (30) è �îðìóëû (13) íåïîñðåäñòâåííî

âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ìàòðèöà êîâàðèàíòíîãî òåíçîðà �è÷÷è èìååò âèä

(Ric) =




−3 0 0 0
0 −3 0 0
0 0 −8 −5
0 0 −5 −2


 , (31)

R = −3 − 3− 8 + 2 = −12.

� 3. Òåíçîðû Ýéíøòåéíà è ýíåðãèè-èìïóëüñà

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå äîêàçûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû çàÿâëÿòü î âûïîëíåíèè èëè íåâûïîëíåíèè ñëàáîãî ýíåðãåòè÷å-

ñêîãî óñëîâèÿ è óñëîâèÿ âðåìåíèïîäîáíîãî ñõîæäåíèÿ (ñì. Ââåäåíèå).

Îïðåäåëåíèå 9. Òåíçîð ÝéíøòåéíàG ëîðåíöåâà ìíîãîîáðàçèÿ (M4, 〈·, ·〉)
åñòü

G = Ric−1

2
R〈·, ·〉. (32)

Óðàâíåíèå òÿãîòåíèÿ Ýéíøòåéíà èìååò âèä

G = T, (33)

ñèììåòðè÷íûé òåíçîð T íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà.
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12 Òåíçîðû êðèâèçíû Âñåëåííîé Äå�ðèçà

Èòàê, ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé �îðìû G = T â áàçèñå (X1, X2, X3, X4):

(G) = (T ) = (Ric) + 6 ·




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1


 =




3 0 0 0
0 3 0 0
0 0 −2 −5
0 0 −5 −8


 ; (34)

Ó T (·, ·) ñèãíàòóðà (+,+,+,−), T = 3 + 3− 2 + 8 = 12 = −R.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ïðè÷èííîãî âåêòîðà X â DU,

−20 ≤ Ric(X,X) ≤ 9/8.

Çàìå÷àíèå. Èíûìè ñëîâàìè, Ïðåäëîæåíèå 1 ãëàñèò, ÷òî òåíçîð �è÷÷è

â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1. Ïðè÷èííûé âåêòîð â DU êîëëèíåà-

ðåí âåêòîðó

X = X4 + αX1 + βX2 + γX3, ãäå 0 ≤ α2 + β2 + γ2 ≤ 1. Âñëåäñòâèå (31),

Ric(X,X) = −3α2 − 3β2 − 8γ2 − 10γ − 2 =

−3(α2 + β2 + γ2)− 5(γ + 1)2 + 3.

Ïðè α = β = 0, γ = 1, Ric(X,X) ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå

ðàâíîå −20. Ïðè α = β = 0, γ = −5/8, Ric(X,X) ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå ðàâíîå 9/8.

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ èçîòðîïíîãî âåêòîðà X â DU âûïîëíåíî íåðà-

âåíñòâî: T (X,X) ≤ 0; äëÿ âñåâîçìîæíûõ âðåìåíèïîäîáíûõ âåêòîðîâ X â

DU âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî: T (X,X) < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2. Êàæäûé ïðè÷èííûé âåêòîð âDU êîë-

ëèíåàðåí âåêòîðó âèäà X = X4+αX1+βX2+γX3, ãäå α
2+β2+γ2 = 1, åñëè

X � èçîòðîïíûé âåêòîð; è α2 + β2 + γ2 < 1, åñëè X � âðåìåíèïîäîáíûé

âåêòîð. Âñëåäñòâèå (34), äëÿ èçîòðîïíîãî âåêòîðà X èìååì:

T (X,X) = 3α2 + 3β2 − 2γ2 − 10γ − 8 = −5γ2 − 10γ − 5 = −5(γ + 1)2 ≤ 0.

Ïóñòü X = X4 + αX1 + βX2 + γX3, 0 < α2 + β2 + γ2 < 1. Òîãäà
T (X,X) = 3(α2 + β2 + γ2)− 5(γ + 1)2 − 3 < −5(γ + 1)2 < 0.

Òåîðåìà 2. Êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà â áàçèñå

(X1, X2,−
√
5X3,

√
5X4)

èìååò òèï II ïðè p1 = p2 = 3, ν = −1,κ = −3/5.
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Çàìå÷àíèå. Íå áóäåì âäàâàòüñÿ â ïîäðîáíîñòè �èçè÷åñêèõ îáñòîÿ-

òåëüñòâ ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè � èõ ìîæíî íàéòè â êíèãå [2℄ (íà÷à-

ëî ï. 4.3). Òàì æå, äëÿ âûÿñíåíèÿ ñìûñëà ñëàáîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî óñëî-

âèÿ, àâòîðû êëàññè�èöèðóþò àëãåáðàè÷åñêè êàíîíè÷åñêèå �îðìû ìàò-

ðèöû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå ó íåãî ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðû (ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûå, èçîòðîïíûå è ò. ä.). Àâòîðû

îòìå÷àþò, ÷òî êàíîíè÷åñêèõ �îðì âñåãî ÷åòûðå.

Êàíîíè÷åñêàÿ �îðìà (T ) òèïà II èìååò ñëåäóþùèé âèä (â íåêîòîðîì, íå
îáÿçàòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîì, áàçèñå E1, E2, E3, E4, ïðè÷åì E1, E2, E3

� ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûå âåêòîðû, E4 � âðåìåíèïîäîáíûé âåêòîð):




p1 0 0 0
0 p2 0 0
0 0 ν − κ ν
0 0 ν ν + κ


 , ν = ±1.

Åäèíñòâåííûé íàáëþäàåìûé �èçè÷åñêèé ñëó÷àé, ñîîòâåòñòâóþùèé òè-

ïó II, èìååò ìåñòî, îïÿòü æå ñîãëàñíî [2℄, ëèøü êîãäà p1 = p2 = κ = 0; ýòîò
ñëó÷àé îïèñûâàåòñÿ àâòîðàìè òàê. ¾Áåçìàññîâîå ïîëå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

èçëó÷åíèå, öåëèêîì ðàñïðîñòðàíÿþùååñÿ â íàïðàâëåíèè äâóêðàòíîãî ñîá-

ñòâåííîãî âåêòîðà E3 + E4.¿

Êëþ÷åâàÿ öèòàòà èç [2℄, â êîòîðîé ñâÿçûâàþòñÿ ñëàáîå ýíåðãåòè÷åñêîå

óñëîâèå è êàíîíè÷åñêàÿ �îðìà ìàòðèöû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà: ¾Äëÿ

òèïà II ñëàáîå ýíåðãåòè÷åñêîå óñëîâèå áóäåò âûïîëíåíî, åñëè p1 ≥ 0, p2 ≥
0,κ > 0, ν = 1.¿

Îòìåòèì, ÷òî íå ñòîèò ïóòàòü êëàññè�èêàöèîííûå òèïû I�IV òåíçîðà

ýíåðãèè-èìïóëüñà èç [2℄ ñ òèïàìè Ïåòðîâà, êëàññè�èöèðóþùèìè òåíçîð

êîí�îðìíîé êðèâèçíû (òåíçîð Âåéëÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Âû÷èñëèì ìàòðèöó (T ) ïðè ýòèõ äàííûõ.
Ïóñòü g � ìàòðèöà ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â äàííîì íîâîì áàçèñå. Òîãäà

(g) =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 5 0
0 0 0 −5


 , (g)−1 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1/5 0
0 0 0 −1/5


 ,

Ìàòðèöà òåçîðà T â çàäàííîì áàçèñå, ó÷àñòâóþùåì â �îðìóëèðîâêå òåî-

ðåìû, ðàâíà

(T1) =




3 0 0 0
0 3 0 0
0 0 −10 25
0 0 25 −40


 ;
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14 Òåíçîðû êðèâèçíû Âñåëåííîé Äå�ðèçà

(T ) = (g)−1(T1)(g)
−1 =




3 0 0 0
0 3 0 0
0 0 −2/5 −1
0 0 −1 −8/5


 =

=




3 0 0 0
0 3 0 0
0 0 −1 − κ −1
0 0 −1 −1 + κ


 , κ = −3

5
.

Çàìå÷àíèå. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïàðàìåòðîâ p1, p2 (èç Òåîðåìû 2 çäåñü),

ââîäèìûõ â [2℄ (ï. 4.3, ññ. 102�104) äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà (êàíîíè÷åñêîé

�îðìû) ìàòðèöû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, ïîÿñíÿåòñÿ àâòîðàìè óêàçàí-

íîé ìîíîãðà�èè; îäíàêî ïàðàìåòð κ, ïîÿâëÿþùèéñÿ òàì æå, îñòàåòñÿ áåç

ÿâíûõ ïîÿñíåíèé.

� 4. Òåíçîð Âåéëÿ

Çäåñü, êàê â ðàáîòå Â. Í. Áåðåñòîâñêîãî [1℄, âû÷èñëÿþòñÿ êîìïîíåíòû

òåíçîðà Âåéëÿ W äëÿ DU ñ Λ > 0. Íà îñíîâàíèè âû÷èñëåíèé äåëàåòñÿ

âûâîä, ÷òî òåíçîð Âåéëÿ ñîâïàäàåò ñ îíûì â ñëó÷àå Λ < 0.
Ìíîãîîáðàçèå (Mn, 〈·, ·〉) ÿâëÿåòñÿ êîí�îðìíî ïëîñêèì òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà åãî òåíçîð êîí�îðìíîé êðèâèçíû Âåéëÿ W òîæäåñòâåííî

ðàâåí íóëþ (ñì. [8℄). Â [2℄ äîêàçàíî, ÷òî òåíçîð Âåéëÿ W êîí�îðìíî-

èíâàðèàíòåí. Òî÷íåå, åñëè φ : M → N � êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå ïñåâ-

äîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ ìíîæèòåëåì k2, k(x) > 0, x ∈ M, òî äëÿ

ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y, Z, V íà M ,

W (dφ(X), dφ(Y ), dφ(Z), dφ(V )) = k2W (X, Y, Z, V ).

Èç �îðìóëû â íà÷àëå ñ. 53 èç [2℄, ñ ó÷åòîì ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé

è îáîçíà÷åíèé, íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî

W (X, Y, Z, V ) = R(X, Y, Z, V )− (1/(n− 2))
(
〈X, V 〉Ric(Z, Y )

− 〈X,Z〉Ric(V, Y ) + 〈Y, Z〉Ric(V,X)− 〈Y, V 〉Ric(Z,X)
)

−
(
R/((n− 1)(n− 2))

)(
〈X,Z〉〈V, Y 〉 − 〈X, V 〉〈Z, Y 〉

)
. (35)

Â ñëó÷àå n = 4 �îðìóëà (35) ïðèîáðåòàåò âèä

W (X, Y, Z, V ) = R(X, Y, Z, V )− (1/2)
(
〈X, V 〉Ric(Z, Y )

− 〈X,Z〉Ric(V, Y ) + 〈Y, Z〉Ric(V,X)− 〈Y, V 〉Ric(Z,X)
)

− (R/6)
(
〈X,Z〉〈V, Y 〉 − 〈X, V 〉〈Z, Y 〉

)
. (36)
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Âû÷èñëèì íåíóëåâûå êîìïîíåíòû W íà îñíîâå (25)�(30), (36) äëÿ

X = X1, Y = X2, Z = X3, V = X4. (37)

Îòìåòèâ ðàâåíñòâà

W (X, Y, Z, V ) = W (Z, V,X, Y ),

W (X, Y, Z, V ) = −W (Y,X, Z, V );

W (X, Y,X, Y ) = W (Z, V, Z, V ) = 0,

âûïèøåì íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà W :

W (X,Z,X, Z) = −3/2, (38)

W (X,Z,X, V ) = −3/2, W (X, V,X, V ) = −3/2, (39)

W (Y, Z, Y, Z) = 3/2, W (Y, Z, Y, V ) = 3/2, (40)

W (Y, V, Y, V ) = 3/2. (41)

� 5. Òèï Ïåòðîâà Âñåëåííîé DU

Â ýòîì ðàçäåëå îïðåäåëÿåòñÿ òèï Ïåòðîâà ðàññìàòðèâàåìîé Âñåëåííîé,

è ðåçóëüòàò ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñ [1℄.

Òèï Ïåòðîâà ïðîèçâîëüíîãî ëîðåíöåâà 4-ìíîãîîáðàçèÿ M îïðåäåëÿåò-

ñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè åãî òåíçîðà êîí�îðìíîé êðèâèçíû Âåéëÿ

(ïðî ñàìè òèïû Ïåòðîâà ñì. ãë. 4 â [5℄; [7℄; �19 â [8℄; äåòàëè òàêæå îïèñàíû

â ðàáîòå [1℄). Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ ëèíåéíûé ýíäîìîð�èçì W̃ øåñòè-

ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà

∧2(Mx) áèâåêòîðîâ íàä êàñàòåëüíûì

ïðîñòðàíñòâîì Mx ïðîñòðàíñòâà M â òî÷êå x ∈ M . Â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå, ñëåäóÿ Òîðïó [7℄, îí çàäàåòñÿ íà ïðîñòûõ áèâåêòîðàõ èç

∧2(g4)
êàê

(W̃ (U ∧ V ), E ∧ F ) := W (U, V, E, F ), (42)

ãäå (·, ·) � ïñåâäîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà

∧2(g4) ñ óïîðÿäî÷åííûì îð-

òîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì èç ïðîñòûõ áèâåêòîðîâ ñèãíàòóðû

(+,+,+,−,−,−):

X ∧ Y, X ∧ Z, Y ∧ Z, Z ∧ V, V ∧ Y, X ∧ V, (43)

ãäå · ∧ · îçíà÷àåò âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðíûõ ïîëåé. Â äàííîì ðàç-

äåëå, êàê è â ïðåäûäóùåì, ñîîòâåòñòâèå áàçèñíûõ ïîëåé � êàê â (37).

Â áîëåå ïîäðîáíîì ïîÿñíåíèè íóæäàåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, êàíîíè÷å-

ñêèé âèä ìàòðèöû (W̃ ) â ñëó÷àå òèïà Ïåòðîâà II (è åãî âûðîæäåííîãî
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ïîäòèïà N). Äëÿ èçó÷åíèÿ òåõíèêè (è âûâîäîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ èç êëàññè-

�èêàöèè, èìåþùèõ îòíîøåíèå ê îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè), èñïîëü-

çóåìîé À. Ç. Ïåòðîâûì äëÿ êëàññè�èêàöèè êàíîíè÷åñêèõ �îðì ìàòðèöû

òåíçîðà Âåéëÿ, ÷èòàòåëþ íåîáõîäèìî îáðàòèòüñÿ ê ñîäåðæàíèþ ññ. 48�51,

55 â [5℄ è ññ. 121�123 â [8℄.

Èòàê, ìàòðèöà (W̃ ) îïåðàòîðà W̃ â áàçèñå (43) âñëåäñòâèå åãî ñèãíàòó-

ðû è (42) èìååò âèä

(W̃ ) =

(
M N
−N M

)
, (44)

ãäå ìàòðèöû M è N òå æå, ÷òî è â êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìå Ïåòðîâà,

íî ðàñïîëîæåíû â ðàçíûõ áëîêàõ (6× 6)-ìàòðèö. Êàê ðàç ïî âèäó áëîêîâ

è îïðåäåëÿåòñÿ òèï Ïåòðîâà îòîáðàæåíèÿ W̃ .

Èòàê, èñïîëüçóÿ �îðìóëó (42), ñèãíàòóðó (43) è (38)�(41), ïîëó÷àåì

W̃ (X ∧ Y ) = 0, W̃ (X ∧ Z) =
3

2
(X ∧ V −X ∧ Z),

W̃ (Y ∧ Z) =
3

2
(Y ∧ Z + V ∧ Y ), W̃ (Z ∧ V ) = 0,

W̃ (X ∧ V ) =
3

2
(X ∧ V −X ∧ Z), W̃ (V ∧ Y ) = −3

2
(Y ∧ Z + V ∧ Y ).

Òîãäà ìàòðèöà îïåðàòîðà (−2/3) · W̃ â áàçèñå (43) èìååò âèä (44), ãäå

M =




0 0 0
0 1 0
0 0 −1


 , N =




0 0 0
0 0 1
0 1 0


 .

Ïîëó÷åííûå â äàííîì ðàçäåëå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïîëíîñòüþ ñîâ-

ïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè Áåðåñòîâñêîãî â [1℄. Òàêèì îáðàçîì, â çàêëþ÷åíèå,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Âñåëåííàÿ DU ñ ïîëîæèòåëüíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòî-

ÿííîé èìååò (âûðîæäåííûé) òèï II Ïåòðîâà [7℄. Â ïðèíÿòûõ òåðìèíàõ,

Âñåëåííàÿ DU ñ ïîëîæèòåëüíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé èìååò òèï

N Ïåòðîâà [5℄.
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